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5Введение
Вопрос исследования задачи формирования
портфеля ценных бумаг, как задачи оптимального
управления капиталом портфеля в смысле мини
мизации функционала, характеризующего его от
клонения от капитала эталонного портфеля рас
сматривался в [1]. В данной работе на основе ре
зультатов [1] исследуются вопросы нахождения
среднего значения и дисперсии капитала.
Теория финансов, как составляющая часть мак
роэкономической теории, возникла в 20х гг. XX в.
На начальном этапе все сводилось к вопросам под
счета сложных процентов и увеличения фондов.
Последующее развитие теории финансов проходи
ло в двух направлениях, а именно, в предположе
ниях условий полной определенности [2] и неопре
деленности [3, 4]. В первом случае рассматрива
лись вопросы оптимальных решений в условиях
полной определенности, когда все сводилось к за
дачам максимизации функций многих перемен
ных. Во втором случае вероятностный анализ, по
лучивший название «meanvariance analysis», вы
явил важную ковариаций в стоимостях акций, как
того важного показателя, от которого зависит сте
пень риска портфеля акций. Основным результа
том этого подхода явилась идея диверсификации,
получившая образное выражение в виде «don’t put
all your eggs in one basket». Современный этап разви
тия той части теории финансов, которая занимает
ся проблемой формирования портфелей ценных
бумаг из рисковых активов, связан, вопервых,
с описанием процесса изменения стоимости ри
сковых активов в виде случайного процесса [5],
а вовторых, с формулировкой задачи формирова
ния портфеля, как задачи стохастического опти
мального управления [6].
1. Постановка задачи
Цена рискового актива  (для определенности –
акции) определяется стохастическим дифферен
циальным уравнением (модель Самуэльсона) [5, 7]
(1)
где a – доходность (a>0);  – волатильность (>0);
W(t) – стандартный винеровский процесс. Цена
безрискового актива B(t) (например, банковский
счет) определяется в виде
(2)
где r – процентная ставка. Пусть X(t) – капитал
портфеля. В текущий момент времени  доля капи
тала, равная u(t) вкладывается в рисковый актив,
а доля капитала, равная u~(t)=1–u(t), вкладывается
в безрисковый актив. В [1] (формула (7)) показано,
что капитал определяется стохастическим диффе
ренциальным уравнением
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Пусть капитал эталонного портфеля Y(t) опре
деляется в виде
(4)
где  – доходность эталонного портфеля.
Задача оптимального формирования портфеля
ставится как задача нахождения такого значения
u(t)=u0(t), которое минимизирует критерий качества
(5)
где M{.} – оператор математического ожидания,
как интегральной меры расхождения между фор
мализуемым и эталонным портфелями. Эта задача
была решена в [1].
В данной работе ставится задача исследования
свойств полученного решения, а именно задача на
хождения математического ожидания и дисперсии
капитала, которые достигаются на оптимальном
решении.
2. Основные результаты
Утверждение 1. При оптимальном управлении
u0(t) капитал X(t)=X0(t) определяется уравнением
(6)
где b1(t) и b2(t) определены в Утверждении 2 из [1]
(формулы (31), (32)).
Доказательство. Подстановка (54) из [1] в (3)
дает, что
Утверждение доказано.
Теорема 1. Среднее значение капитала
X
–
(t)=M{X0(t)}  определяется уравнением
(7)
решение которого имеет вид
(8)
где
(9)
(10)
Доказательство. Пусть процесс X0(t) определя
ется стохастическим дифференциальным уравне
нием
(11)
Тогда, согласно (6) из [1]
(12)
Интегрируя уравнение (11) получаем
Тогда
(13)
Поскольку математическое ожидание от сто
хастического интеграла равно нулю [7], из (12) сле
дует, что
(14)
Использование (12) дает, что
(15)
Подстановка (15) в (14) дает, что
(16)
Дифференцирование (16) приводит к (7).
Общее решение однородного уравнения
с учетом того, что (a–r)2/2=	+r, имеет вид [8]
(17)
Подставляя (17) в (7), получим уравнение для 
нахождения C(t) в виде
общее решение которого имеет вид
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(18)
где  определено в (9). Подставляя (18) в (17), по
лучаем общее решение уравнения (7) в виде
(19)
Константа C1 находится из граничного условия
X
–
(0)=X
–
0:
(20)
Подстановка (20) в (18) приводит к (8). Теорема
доказана.
Утверждение 2. Математическое ожидание ква
драта капитала X
–2(t)=M{[X0(t)]2}  определяется ура
внением
(21)
решение которого имеет вид
(22)
Доказательство. Введем процесс $(X0(t))=[X0(t)]2
и применим к данному процессу формулу Ито [7]
(23)
Тогда, согласно (6)
(24)
Подстановка (24) в (23) приводит к уравнению
для процесса [X0(t)]2 в виде
(25)
Тогда уравнение (21) следует из (25) аналогично
тому, как было получено уравнение (7).
Найдем решение ур. (21). Согласно [8] общее
решение линейного неоднородного дифферен
циального уравнения с переменными коэффици
ентами dy(t)/dt=–p(t)y(t)+q(t) имеет вид
(26)
Тогда из (21), (26) следует, что
(27)
Используя (31), (32), (35)–(37) из [1] и формулу
[9]
где Г(%) – гаммафункция, которая имеет вид 
в (27), получаем общее решение
уравнения (21) в виде
(28)
Константа  в (21) находится из граничного
условия X(t0)=X0:
(29)
Подстановка (29) в (28) приводит к (22). Теоре
ма доказана.
Теорема 2. Дисперсия капитала D(t)=X
–2(t)–(X
–
(t))2
определяется уравнением
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(30)
решение которого имеет вид
(31)
где  и d определены в (9), (10).
Доказательство. Так как
то с учетом (7) получаем
(32)
Так как
(33)
то уравнение (30) следует в результате использова
ния (21) и (32) в (33).
Так как D (t)=X
–2(t)–(X
–
(t))2, то формула (31) сле
дует из (8), (22). Теорема доказана.
3. Обсуждение результатов
Поскольку зависимости среднего значения ка
питала, определяемого формулой (8), и дисперсии
капитала, определяемой формулой (31), от параме
тров постановки задачи являются сложными,
то исследовать свойства решения возможно только
численно. Анализ численных результатов привел к
следующим выводам.
1. В случае равенства доходностей рискового
и безрискового активов и эталонного портфе
ля, т. е. если a=r=, среднее значение капитала
X
–
(t)  и стоимость эталонного портфеля Y(t) сов
падают.
2. В случае, если >a–r, среднее значение капита
ла и стоимость эталонного портфеля не совпа
дают и при этом Y(t)>X
–
(t).
3. В случае, если <a–r, среднее значение капита
ла и стоимость эталонного портфеля не совпа
дают и при этом Y(t)<X
–
(t).
4. При увеличении волатильности  цены риско
вого актива S(t) хаотичность траектории вели
чины капитала оптимального портфеля X0(t)
возрастает.
5. Дисперсия капитала оптимального портфеля
D(t) является возрастающей функцией времени.
Содержательная интерпретация указанных
свойств очевидна. Результаты данной работы сов
местно с результатами работы [1] представляют за
конченное исследование.
Выводы
Получены дифференциальные уравнения, опре
деляющие изменения во времени среднего значе
ния и дисперсии капитала оптимального портфеля,
из которых получены точные формулы для средне
го значения и капитала. Проведено исследование
свойств решения путем численных расчетов.
Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и науч
нопедагогические кадры инновационной России» на
2009–2013 гг., проект № 02.740.11.5190.
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